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Zusammenfassung:

Es wird die experimentelle Herstellung und Quantenzustandstomografie eines Acht-Teilchen-
Verschrankten Zustandes in einem lonenfallenquantencomputer diskutiert. Die so gewonnene
vollstdndige quantenmechanische Beschreibung des Zustandes dient nun weiteren
Untersuchungen. Insbesondere berechnen wir die Gute und Reinheit des komplexen

Zustandes. Dartber hinaus weisen wir nach, dass der Zustand verschrankt ist.

Summary:

We discuss the experimental generation and quantum state tomography of an entangled state
of eight trapped ions. Based on the complete description of the complex quantum state in
terms of the density matrix, we analyze its fidelity and purity. Furthermore, we show that this

state carries genuine eight particle entanglement.
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1. Beschreibung quantenmechanischer Zustande

Schon in den Anfangstagen der Quantenmechanik erkannten die Physiker, dass die Objekte
auf atomarer Ebene Welleneigenschaften haben. Dies wurde in Interferenzexperimenten
offenbar, in denen Teilchen sich wie Wellen verhielten. Nun haben klassische Wellen die
Eigenschaft, daf sie tiberlagert werden kdnnen, bei Wasserwellen oder Schallwellen ist eine

solche Superposition (= Uberlagerung) nichts Ungewohnliches. Es liegt also nahe, eine solche
Eigenschaft auch fir Quantenzustéande zu fordern. Falls also |y) und |@) zwei Zustande oder
Wellenfunktionen eines Systems sind, so sollte die Uberlagerung

2)=1w)+|o)
ebenfalls ein erlaubter Zustand sein. Diese Regel — das sogenannte Superpositionsprinzip --

sagt bereits sehr viel tber die Struktur der mdglichen Zusténde aus. Sie legt ndmlich nahe, dal

der Raum aller Zustdnde ein Vektorraum ist, da die Zustdnde genau wie Vektoren addiert
werden konnen. In diesem Sinne bezeichnen Symbole wie |y) oder |¢) nichts als Vektoren
in einem Vektorraum®.

Es ist wichtig zu betonen, dass eine Uberlagerung vom Typ | ) =|w) +|¢) nicht heift, das

entweder |y)oder |@) vorliegt. Der Zustand |y)enthalt zwar Eigenschaften von |y)

und|go> , ist allerdings ein eigenstéandiger Zustand mit neuen Eigenschaften. Das ist analog zu

Schallwellen, wo eine Uberlagerung von Schallwellen verschiedener Frequenzen eine

1 Diese auf den ersten Blick ungewdhnliche Notation wurde von P.A.M. Dirac
eingeflhrt und ein Symbol wie |1//>wird als ,,ket-Vektor* bezeichnet. Im Gegenzug gibt es
auch noch eine andere Darstellung als ,bra-Vektoren“ die (| geschrieben wird, die
Namensgebung stammt vom englischen Ausdruck ,,bracket* fir , Klammer“, die Notation

<1//|¢>> bezeichnet ein Skalarprodukt. Der Vektorraum wird auch Hilbertraum genannt.



Schwebung hervorruft, und nicht als das Vorliegen der einen oder der anderen Frequenz
gedeutet werden kann.
Die Zustandsvektoren eines Systems haben allerdings noch einige andere Eigenschaften. Zum
einen sind sie normiert auf die L&nge eins. Das liegt einfach daran, dass man das Quadrat der
Wellenfunktion eines Teilchens auch als Aufenthaltswahrscheinlichkeit auffassen kann, und
so eine Wahrscheinlichkeitsverteilung muss naturlich normiert sein. Weiters handelt es sich
bei dem Zustandsraum um einen komplexen Vektorraum, d.h. als Koeffizienten kdénnen auch
komplexe Zahlen auftreten.
Betrachten wie ein einfaches Beispiel: Ein Atom habe zwei Energieniveaus, |0) oder |1).
Die moglichen Zusténde sind also

) = al0)+ A1)
wobei aus Grinden der Normierung |af +|8" =1. gelten muss. So ein Zweiniveausystem

stellt das einfachste quantenmechanische System dar, man nennt es auch ein Quantenbit oder
kurz Qubit. Eine andere Realisierung eines Qubits besteht in einem Elektron (oder
allgemeiner einem sogenannten Spin-1/2 Teilchen), bei dem die Zustande |0) oder |1) den
beiden Einstellrichtungen des Drehimpulses bzw. Spins in die z-Richtung entsprechen.

Wie bereits gesagt, kann man eine Uberlagerung nicht einfach als Vorhandensein einer von
zwei moglichen Zustéanden interpretieren. Will man jedoch ausdriicken, dal mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten verschiedene Zustande vorliegen, so geschieht das nicht durch einen

Vektor, sondern durch eine sogenannte Dichtematrix. Wenn man mit Sicherheit weil3, dass

der Zustand |y) vorliegt, so ist die Dichtematrix einfach definiert durch p = |y )(y|.Wenn
l) ein komplexer Vektor mit d Eintragen ist, so ist |y )(y| als die d x d -Matrix definiert,

die einen Projektor auf |y) darstellt, d.h. |y/) ist einziger Eigenvektor mit Eigenwert 1, alle



anderen Eigenwerte sind 0. Im einfachen Fall p =|y)(y| ist die Dichtematrix nichts anderes

als eine andere Beschreibung des Zustands.
Wenn man jedoch |y) mit Wahrscheinlichkeit p hat, und einen anderen Zustand |¢) mit der
komplementaren Wahrscheinlichkeit 1— p, so spricht man von einer Mischung der beiden
Zustande. Dann wird der Gesamtzustand durch die Dichtematrix

p=ply)y|+@-p)e)e|
beschrieben. Diese Definition kann man natlrlich auf eine Mischung mehrer Vektoren mit

allgemeinen Wahrscheinlichkeiten p, erweitern. Im Allgemeinen ist eine Dichtematrix also

eine komplexe d xd -Matrix. Die Summe ihrer Diagonalelemente ergibt eins, da die

Wabhrscheinlichkeiten sich zu eins aufsummieren. Ferner sind die Eigenwerte positiv, da die

Wahrscheinlichkeiten und Eigenwerte von |y )(y | etc. positiv sind.
Betrachten wir Dichtematrizen am Bespiel eines Qubits. Der Zustande |0)=(1,0)und

|1) = (0,1) haben die Dichtematrizen

_10und _00
po—oo p1_01

Eine allgemeine Dichtematrix ist durch eine komplexe 2x2-Matrix gegeben. An der

Dichtmatrix erkennt man auch gut den Unterschied zwischen einer Uberlagerung von

Zustanden oder der Mischung. Sei |Z>=i(|0>+|l>) eine  Uberlagerung, und

N7

P = %(]0><0| +|1)(1|) eine Mischung. Die Dichtematrizen sind dann gegeben durch

_111 und _11 0
Pr=511 1 Pn =510 1

Die Dichtematrix der Uberlagerung unterscheidet sich von der Dichtematrix der Mischung

durch das Vorhandensein von Eintragen abseits der Diagonale. Diese Koh&renzterme zeigen



an, dass es sich um eine echte Superposition handelt, ihr Nachweis wird spater noch wichtig
werden.

Fir der Fall eines Qubits kann man alle Zusténde (bzw. deren Dichtematrizen) sehr schon auf
der sogenannten Blochkugel darstellen (siehe Abb. 1). Dazu betrachten wir erst einmal die
mdoglichen Messungen an einem Qubit. Wenn das Qubit durch ein Elektron gegeben ist, kann
man den Spin in x-, y-, oder z-Richtung messen. Das ergibt verschiedene Erwartungswerte,
die den Zustand charakterisieren. Mathematisch ausgedruckt, wird in der Quantenmechanik

eine Messung durch eine Matrix beschrieben und der Erwartungswert einer Messung A durch

(A) = Spur(Ap) berechnet, also als Spur des Produkts der Matrizen A und p . Die Matrizen

fur Messung des Spins in x-, y-, oder z-Richtung sind nun gegeben durch die Pauli-Matrizen,

01 0 —i 1 0
o, = und o, =| . und o, =
10 Yoo 0 -

Nun l&sst sich leicht zeigen, dass die Dichtematrix eines Qubits durch die Erwartungswerte
dieser drei MeRrichtungen eindeutig bestimmt ist. So eine Messung bezeichnet man dann als

Tomographie des Zustandes. Genauer gesagt, gilt

p=3|[5 ) e lo)e, e

Deshalb lassen sich die Dichtematrizen als Teilmenge des dreidimensionalen Raums
auffassen. In diesem beschreiben sie eine Kugel, die sogenannte Blochkugel (vgl. Abb. 1).

x)=(0)=[1)/v2

Die Zustande |0) und |1) bilden die Pole dieser Kugel. Die Zustande

(bzw.

y*)= (0)+i[1))/v/2) beschreiben den Fall, dass der Spin des Teilchens in x-, bzw y-

Richtung zeigt. Sie liegen am Aquator. In der Mitte der Kugel liegt die Mischung

O =(|O><O|+|1><l|)/2. Allgemein kann man sagen, dass am Rand der Blochkugel die

Dichtematrizen liegen, die vom Typ p = |y )(w|sind, d.h. diejenigen, die auch durch Vektoren

beschrieben werden kdnnen. Solche Zustande bezeichnet man auch als reine Zustande, bei



ihnen hat der Blockvektor die L&nge eins. Innerhalb der Kugel liegen die gemischten

Zustande, und der Zustand p,, = (|O><O| +|1><1|)/2 ist maximal gemischt.

2. Verschrankung zwischen Systemen

Betrachten wir nun den Fall, dass mehrere Qubits vorhanden sind. Im einfachen Fall haben
wir zwei Teilchen, die auf zwei Parteien A und B verteilt sind. In der Quanteninformation
werden diese Parteien meistens Alice und Bob genannt.

Welche Zustande kénnen diese beiden Teilchen annehmen? Da jedes der beiden Teilchen die

Zustande|0) und |1) annehmen konnen, gibt es auf jeden Fall die vier Zustande
&) =10)®[0), [e;)=[0)®[1), [e;)=[1)®]0) und |e,)=|1)®[1)
Hierbei ist mit |e,) =|0) ®|0) gemeint, daB sowohl Alices als auch Bobs Teilchen sich im

Zustand |0) befinden. Wir werden so einen Zustand auch haufig als |00) =|0) ®|0) schreiben.

Aufgrund des Superpositionsprinzips muss es jedoch noch andere Zustande geben, z.B. den
Zustand

¥)=—=(9en-i)eo)

Was unterscheidet diesen Zustand von den oben erwahnten Vektoren |e, ) ? Die Vektoren |e, )
konnen lokal prapariert werden, Alice und Bob missen einfach jeweils einen Zustand |O>
bzw. |1) herstellen. Der Zustand |¥) kann jedoch nicht als |¥)=|a)®|b) geschrieben
werden, und deshalb nicht lokal hergestellt werden. Deshalb nennt man |¥) verschrankt,
wahrend die |ei> separierbar genannt werden. Diese Definition von Verschrankung und

Separierbarkeit kann nun einfach auf Dichtematrizen (die nun komplexe 4 x 4-Matrizen sind)

erweitern: Eine Dichtematrix heif3t separierbar, wenn der Zustand von Alice und Bob mit



lokalen Operationen und klassischer Kommunikation erzeugt werden kann, andernfalls heif3t
sie verschrankt.
Wann kann aber ein Zustand lokal erzeugt werden? Zuerst kénnen Zustande vom Typ

p = pr® py lokal erzeugt werden. Wenn Alice und Bob sich auch auf Wahrscheinlichkeiten

p; einigen, kodnne sie gemeinsam Dichtematrizen der Form
p= ol &l

erzeugen. Alle Dichtematrizen von dieser Form sind separierbar, und wenn eine Matrix nicht
so dargestellt werden kann, ist der Zustand verschrankt [Wer89]. Trotz dieser einfachen
Definition ist es jedoch meistens auf3erordentlich schwer zu entscheiden, ob einen gegebene
Dichtematrix verschrankt ist oder nicht.

Physikalisch gesehen, bedeutet die Verschrankung eines Zustandes, dass bei diesem die

mogliche Messergebnisse zwischen Alice und Bob stark korreliert sind. Wenn beim Zustand
|\P> in Gleichung (x) z.B. Alice den Spin in z-Richtung misst, bekommt sie als Ergebnis 0

oder 1. Wenn Bob gleichzeitig misst, bekommt er auch 0 oder 1, aber immer das zu Alice
entgegengesetzte Ergebnis.

Allerdings mul3 festgestellt werden, dass Korrelationen alleine keine Definition von

Verschrankung erlauben. So hat z.B. der Zustand,o=(|0><0|®|1><1|+|1><1|®|0><0|)/2 bei
Messung in z-Richtung dieselben Korrelationen wie der Zustand |\)von oben, p ist aber

offensichtlich separierbar. Der entscheidende Unterschied besteht, wie schon in obigem
Beispiel, im Vorhandensein der Kohdrenzterme. Auch kann man sagen, dass die
Korrelationen in verschrankten Zustanden im allgemeinen stérker sind als in separierbaren
Zustanden, indem sie z.B. die Verletzung von Bellungleichungen erlauben kénnen [Per95].
Erwin Schrodinger sprach einmal davon, dass bei verschrankten Quantenzustdnden die

Eigenschaften zweier Teilchen untrennbar miteinander verwoben sind [Sch30].



SchlieRlich ergibt sich die Frage, ob man fiir zwei oder mehr Qubits die Zustdnde auch durch

einen Blochvektor beschreiben kann. Leider ist das nicht der Fall. Der Punkt ist, dass zur

Beschreibung eines Zweiqubitzustandes nicht nur die Werte von <0'i> fur Alice und Bob

notwendig sind, sondern auch auch die Werte von <0i ® 0'j> flr i,j = x,y,z. Das sind bereits

15 Parameter, auch ist die Menge aller Zustédnde in diesem 15-dimensionalen Raum keine
Kugel mehr.

Mit zunehmender Anzahl von Qubits wird also der Zustandsraum immer grofRer: Bei N
Qubits sind die Dichtematrizen 2" x 2" -Matrizen, und zu ihrer Bestimmung braucht man 3"

Messungen, namlich Messungen von der Form <o-i ®o; ®0'k....> etc. Diese exponentiell

zunehmende Komplexitat hat einen Vorteil und einen Nachteil. Ein Vorteil ist, dass bereits
mit sehr wenigen Qubits ein extrem grofRer Zustandsraum aufgespannt wird. Das ermdglicht
es, komplexe Operationen darauf durchzufiihren und ist einer der Hauptvorteile eines
Quantencomputers gegeniiber einem klassischen Computer. Ein Nachteil ist, daf zur
Charakterisierung eines Zustandes viele Messungen bendtigt werden. Das macht die
experimentelle Charakterisierung eines Vielteilchenzustandes zu einer herausfordernden
Aufgabe. Mit so einer experimentellen Quantenzustandstomographie eines speziellen
verschrénkten Vielteilchenzustandes beschaftigen wir uns im folgenden.

In dem Experiment soll ein sogenannter W-Zustand hergestellt werden [Dur00]. Ein W-
Zustand besteht aus einer symmetrischen Uberlagerung von allen méglichen Zustanden mit
einer bestimmten Anzahl von Anregungen. Fir den Spezialfall einer Anregung fiir N Qubits
erhalt man also:

W) = —=(0...001) +|0...010) +|0...100) + |1..000))  [Gleichung:W-zustand]

N



Aufgrund seiner Symmetrieeigenschaften ist dieser Zustand besonders robust gegeniber einer
Reihe von Dekohdrenzprozessen [Roo04a]. Trotzdem ist dieser Zustand hochverschrankt und

damit ein sehr interessantes Untersuchungsobjekt.

3. Experimente mit gespeicherten lonen

In den Experimenten werden einfach geladenen Kalzium--lonen als Trdger der
Quanteninformation eingesetzt [Sch03]. Am Anfang der Experimente werden die lonen durch
Laser-Beschuss eines Dampfes aus neutralem Kalzium in einer Vakuumkammer hergestellt
[Kia00,Gul01]. Die elektrisch geladenen lonen kénnen nun mittels eines elektromagnetischen
Wechselfeldes eingefangen werden [Pau58,Pau90]. Da die Speicherkrafte in der radialen
Richtung sehr viel stérker als entlang der Fallenachse eingestellt werden und sich die lonen
gegenseitig abstol3en, reihen sich die lonen entlang der Achse wie auf einer Perlenschnur auf
(siehe Abb. 2)[Rai92]. Dabei betragt der Abstand der lonen ca. 5 um.

Jedes dieser lonen stellt ein Qubit dar: Befindet sich das Valenzelektron im Grundzustand (S)

hat das Qubit den Wert |O> befindet es sich dagegen im angeregtem D--Zustand (siehe Abb.

3) stellt das den Wert |1> dar. Nach der Quantenmechanik sind auch Superpositionen davon

erlaubt. In diesen Zwischenzustdnden besetzt das Valenzelektron gewissermalen die beiden
Zustéanden gleichzeitig und erzeugt dabei einen oszillierenden Strom dar, der Uber sein

Dipolmoment besonders leicht mit der Umgebung wechselwirkt und damit leicht dekohariert.

Nach dem Einspeichern der lonenkette werden die lonen zundchst mit Dopplerkihlung auf
Temperaturen von wenigen mK abgekihlt [Win78]. In einem weiteren Schritt wird mittels
einen extrem frequenzstabilen Lasers die Schwerpunktsbewegung des lonenkristalls ganzlich
eingefroren [Die89]. Dies ist notwendig, um wohl definierte Ausgangsbedingungen fir die

nachfolgenden Operationen zu schaffen.
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Im né&chsten Schritt werden die Quantenzustdnde der lonen mittels maligeschneiderter
Laserpulse manipuliert. Ein wichtiges Kriterium ist dabei, dass die Phase der Laserpulse
genauestens mit der Phase der Elektronenschwingungen in den Superposititonszustanden
synchronisiert ist. In der Praxis bedeutet das, dass die Frequenz des Lasers mit einer
Genauigkeit von besser 102 eingestellt sein muss, damit sich die Phase der Laserstrahlung
gegeniiber der atomaren Referenz innerhalb der Experimentierzeit von wenigen
Millisekunden nicht verschiebt. Geschieht dies dennoch, kann es wie bei Anschieben einer
Schaukel mit falscher Phase dazukommen, dass man statt einer gewiinschten Anregung den
gegenteiligen Effekt erzielt. Im Wesentlichen bestimmt diese Zeit wie lange der Laser und die
atomare Schaukel -die Quantensuperposition- synchronisiert bleiben die sogenannte
Kohdrenzzeit, d.h. die Lebensdauer des Qubits.

Betrachten wir nun verschrankte Zustande. Um verschrankte Zustande herzustellen, bedarf es
eines zusatzlichen Tricks, da das Valenzelektrons des einen lons sich in Abhangigkeit des
Valenzelektrons eines anderen lons bewegen muss. In diesem von I. Cirac und P. Zoller
[Cir95] entwickeltem Verfahren, wird in einem ersten Schritt das erste lon zusammen mit der
Schwerpunktsbewegung des lonenkristalls angeregt. Dies erreicht man, indem man die
Energie der Photonen (die Frequenz) des Lasers genauso einstellt, dass nach Anregung des
Atoms, genau die Energie Gbrig bleibt um ein Quantum an Bewegungsenergie Exin

entsprechend E,, =%, anzuregen (Abb. 4). Hierbei ist 7 das Plank’sche

kin
Wirkungsquantum und @, die Fallenfrequenz. GemaR dem Satz der Energieerhaltung
kdnnen nun beide Prozesse nur gleichzeitig stattfinden. Somit kann man die Eigenschaften der
internen Zustdnde der lonen mit denen der Bewegung quantenmechanisch verkoppeln. In
einem zweiten Schritt ist es nun moglich, den Bewegungszustand an das zweite lon zu

koppeln.

11



Mit diesen Werkzeugen lasst sich nun wie folgt ein 3-lonen-W-Zustand (s. Gl. [Gleichung:W-

Zustand]) herstellen [Roo04b,H&af05]. Zuerst werden alle lonen vom Grundzustand |S> in den
angeregten|D>-Zustand beférdert und gleichzeitig ein Bewegungsquant erzeugt:

|0,SSS) — |1, DDD). Dazu kann man z.B. die ersten beiden lonen mit einem resonanten

Trégerpuls anregen und auf dem dritten lon die Laserfrequenz auf das blaue Seitenband
verstimmen (siehe Abb. 4), so dass sich gleichzeitig der Bewegungszustand und der
elektronische Zustand dndern. Ausgehend von diesem Zustand wird das Bewegungsquant nun
auf die verschiedenen lonen mittels weiterer Pulse auf dem blauen Seitenband verteilt. Dies
ist in Tab. {Praparation} genauer ausgefiihrt. Dabei sorgen die Pulse, die nicht ganzzahlige
Vielfache der Pulslange 7 haben, fur die Verschrankung der lonen mit der Bewegung und

damit auch der lonen untereinander.

4. Quantenzustandstomografie

Die experimentelle Schwierigkeit besteht nun darin, zu Uberprifen, ob der gewiinschte
Zustand und insbesondere Verschrdnkung hergestellt wurde. Wegen der statistischen Natur
einer gquantenmechanischen Messung muss der Zustand viele tausendmal hergestellt und
vermessen werden. Fir zum Beispiel die Quantentomografie eines einzelnen Qubits wird
zunéchst in der logischen Basis gemessen. Dass heiflt in unserem Fall, dass wir keine

zusatzliche Drehung durchfiihren und mittels eines Detektionspulses auf dems,,, - P,
Ubergang bei 397 nm uberpriifen, ob das Valenzelektron im Grundzustand (= |S>) oder im
angeregten D, -Zustand (=|D>) verweilt. Dabei wird das gemessen lon in einen dieser
beiden Zustande projiziert. Auf der Blochkugel [Nie00] (siehe Abb. 1) entspricht dies einer
Projektion auf die z-Achse, wobei die Pole jeweils mit |S) und |D) identifiziert werden.

Diese Messung muss ca. einhundert Mal wiederholt werden bis eine vernunftige Aussage

getroffen werden kann. Die Wahrscheinlichkeiten ergeben direkt Informationen Uber die
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Diagonalelemente p.; (lon im S-Zustand) und p, (lon im D-Zustand) der Dichtematrix. dh.

die z-Kompente des Blochvektors (Abb. 1). Fir jede Messung muss allerdings der ganze
Prozess, Kihlung und Initialisation des lonenkristalls und Herstellung des Quantenzustands

immer wieder wiederholt werden, da der Quantenzustand durch eine Messung in entweder

|S) oder |D) gezwungen wird. Quantenmechanisch sind nun die Nichtdiagonalelemente
Pos und p, (die Kohérenzen) besonders interessant. Um diese zu messen, wird vor der
Messung jeweils ein /2 -Puls auf dem Tréger eingestrahlt. Dies entspricht einer Drehung auf

der Blochkugel (Abb. 1) um eine Achse in der Aquatorialebene und die komplexwertigen
Kohérenzen, die die Koordinaten in der x-y-Ebene beschreiben, werden ggf. in die z-Achse
gedreht. Um der Real- und Imaginérteil zu erhalten, muss man sowohl um die x- als auch um

die y-Achse drehen. In der Realitdt entspricht das /2 -Pulsen mit um 7 verschobenen

Phasen. Man erkennt hier gut, dass eine Messung in einer Basis ein wohldefiniertes Ergebnis
liefern kann, wohingegen in diesem Fall die beiden anderen Messbasen rein zuféllige Werte
liefern. Gibt es eine Richtung in der immer der gleiche Wert gemessen wird spricht man von
einem reinem Zustand und der Zustand wird durch einen Blochvektor der L&nge eins
beschrieben. Dekohérenz fihrt zu unreinen Zustdnden und macht sich in nicht
wohldefinierten Quantenzustdnden bemerkbar, d.h. im schlimmsten Fall ergeben drei zu
einander orthogonale Messrichtungen rein zuféllige Ergebnisse.

Wie bereits erwadhnt lasst sich die Quantentomographie auch auf N Qubits verallgemeinern
[Whi99, Roo04b]. Allerdings mussen in der einfachsten Variante dazu alle mdglichen
Kombinationen fiir die Messrichtungen getestet werden, d.h. es sind insgesamt 3"
verschiedene Messrichtungen notig [H&f05]. Die gewonnen Messdaten werden nun mit Hilfe
eine Rechners analysiert und die wahrscheinlichste physikalische Beschreibung in Form der
Dichtematrix fir N Qubits ermittelt [Hra04]. Fir N>7 empfiehlt sich bereits der Einsatz von

Parallelrechnern, da der Rechenaufwand exponentiell steigt. So dauert es fur acht Qubits auf
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einem aktuellen Desktop schon bis zu einer Woche, um die2?"*freien Parameter der
Dichtematrix zu bestimmen. Fir neun Qubits wiirde der Rechenaufwand dann aber schon 24
Wochen sein, so dass diese Methode sehr schnell impraktikabel wird. Dennoch ist die hier
vorgestellte Methode (und ihre Abarten), die einzige bekannte Mdglichkeit alle Eigenschaften
Quantenzustandes festzuhalten. Dies verdeutlicht den enormen Informationsgehalt von
Quantenzustédnden, den man gerade zur Quanteninformationsverarbeitung zu nutzen sucht.
Diese so gewonnenen Dichtematrizen (Abb. 5) sind nun der Ausgangspunkt fir die weiteren

theoretischen Untersuchungen.

5. Untersuchung der Dichtematrizen

Mit gegebenen Dichtematrizen hat man nun die bestmdgliche Beschreibung der erzeugten
Zustandes. Damit kann man nun dessen Eigenschaften untersuchen, wobei sich verschiedene
Fragen ergeben.

Zuerst kann man sich die Frage stellen, mit welcher Gite denn der gewinschte Zustand
erzeugt wurde. Das wird durch den sogenannten Uberlapp mit dem Zielzustand

charakterisiert. Er ist definiert als
F= Spur(peXp|WN ><WN |)
Wenn man den Zustand perfekt prépariert hétte, ware| p,,, = |W,, )W), | und dann wére F =1.

Wurde allerdings der komplett falschen Zustand prapariert, ist F =0. Aus der Dichtematrix
fur den acht Qubit Fall ergibt sich experimentell

F =0.722+0.001
Obwohl der Wert deutlich kleiner als eins ist, kann trotzdem von einer vergleichsweise sehr
hohen Glite gesprochen werden. Dies liegt daran, dass die Zahl der Zustédnde exponentiell mit
der Anzahl der qubits wéchst. Damit wird es zunehmend schwieriger den Zielzustand

herzustellen. Bisherige Experimente erreichen schon fiir sechs Qubits kaum mehr als 0.6.
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Besonders interessant ist die Frage nach der quantenmechanische Natur des Zustandes. Im

Bezug auf Dekohdrenz kann man zunéchst nach der Reinheit fragen. Wie bereits oben
erwahnt, sind Zustdnde vom Typ |w> rein, andere Zustande (die in der Mitte der Blochkugel)
sind gemischt. Ein MaR fur die Reinheit einer Dichtematrix ist

R = Spur(p,,,0..p)
denn fiir einen reinen Zustand p =|y )(y| ist das gleich eins. Fur ein einzelnes Qubit ist R

auflerdem nichts anderes als die Lénge des Blochvektors. Experimentell finden wir flr den in
Abb. 5 abgebildeten Zustand
R=0.575+0.002.

Auch das ist ein recht hoher Wert. Denn mit steigender Anzahl der Teilchen steigt auch die
Dimension des Raums der Dichtematrizen, und die reinen Zustande, die an der Oberflache
liegen, werden immer seltener.

Besonders interessant ist auch, ob der hergestellte Zustand tatséchlich verschrankt ist. Um
diese Frage zu entscheiden, definieren wir einen sogenannten Zeugenoperator [BouO4].
Dieser Operator ist so geartet, dass er angewandt auf die Dichtematrix aller separablen
Zusténde einen positiven Wert liefert. Dies bedeutet im Gegenzug, dass wenn der Operator
einen negativen Wert liefert der zur Dichtematrix zugehoOrige Zustand vielteilchen-
verschrankt ist. So ein Zeuge ist im allgemeinen nicht einfach zu finden, da im vorliegendan
Fall aber die vollstandige Dichtematrix bekannt ist, kann man verschiedene im nachinein
ausprobieren. Fir die Daten dargestellt in Abb. 5 haben wir solch einen Zeugenoperator
gefunden [H&f05], der einen negativen Wert liefert. Damit ist gezeigt, dass der experimentell

hergestellte Zustand tatséchlich nicht separiert werden kann und er tatsachlich verschrénkt ist.

6. Zusammenfassung
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Wir haben die quantenmechanischen  Eigenschaften  eines extrem  grofien
Vielteilchenzustandes untersucht. Dazu wurde zundchst der Zustand mit Hilfe wvon
Laserpulsen in eine Kette von acht lonen eingeschrieben und dann die zugehérige
Dichtematrix mit Quantentomografie vermessen. Mittels verschiedener theoretischer
Werkzeuge waren wir dann in der Lage, die Gute und Reinheit des Zustandes zu
charakterisieren. Zusatzlich konnten wir nachweisen, dass im hergestellten Zustand alle acht

lonen miteinander verschrankt sind.
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Tabelle 1: Pulssequenz zur Herstellung eines N-lonen-W-Zustandes. Die Operationen R, (8)

beschreiben Pulse der Lange & auf entweder dem Tragerubergang (Superskript C) oder auf
dem blauen Seitenband (Superskript +). Eine Pulslange von 7z entspricht einem kompletten

Populationstransfer. Um die Tabelle zu vereinfachen, wurde die Phase der Pulse unterdriickt.

Abbildung 1: Bloch-Kugel. Ein Qubit kann als ein Punkt auf der sogenannten Blochkugel
visualisiert werden. Die Pole kdnnen dabei mit den Eigenzustédnden identifiziert werden. Alle
Punten entsprechen Superpositionszustanden. Operationen auf dem Qubit entsprechen

Drehungen des Blochvektors. Die Drehachse liegt im resonanten Fall in der Aquatorialebene

und wird durch die Phase ¢ spezifiziert. Der Zustand |0) ist als Pfeil eingezeichnet.

Abbildung 2: lon-Kette aus sechs Kalziumionen. Dieses Bild wurde mit Hilfe einer CCD

(charge-coupled device) Kamera aufgenommen.

Abbildung 3: Niveauschema eines Kalzium-lons. Das Qubit wird durch Superpositionen des

S,,, und des metastabilen D,,, -Niveaus (Lebensdauer r =1s) realisiert. Die Manipulation

findet durch einen ultrastabilen Ti:Sa-Laser bei 729 nm statt. Detektion und Doppler-Kiihlen
der lonen wird mit einem frequenzverdoppelten Laser bei 397 nm erreicht. Befindet sich das
lon im Grundzustand wird Fluoreszenz beobachtet, befindet es sich dagegen im angeregten D-

Zustand bleibt das lon dunkel.

Abbildung 4: Energiestruktur eines lon-Qubits in einem harmonischem Speicherpotential.

Laserstrahlung resonant mit dem Qubitibergang «,,, treibt den Trageribergang mit der

Rabifrequenz Q, bei dem nur der elektronische Freiheitsgrad verandert wird. Ist die



Strahlung dagegen mitew,,,;, + ®g,, resonant, wird das sogenannte blaue Seitenband

getrieben, beidem simultan der elektronische Zustand und der Bewegungszustand geandert

wird.

Abbildung 5: Dichtematrix eines experimentell erzeugten Acht-lonen-W-Zustands. Fast 1
Million Messungen sind nétig, um einen Acht-Qubit Zustand zu charakterisieren. Die
Rekonstruktion der Dichtematrix erfolgt mit Hilfe einer Maximum-Likelyhood-Methode. Der

Zustand hat einen Uberlapp von 0.72 mit dem idealen Acht-lonen-W-Zustand.



